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Capitulo

Leyes de Kepler

Johann Kepler (1571-1630) fue contemporaneo de Galileo. Desde muy
joven habfa aceptado la doctrina copernicana y estaba plenamente convencido de la
existencia de relaciones matematicas por descubrir, que podrian dar sentido al
sistema planetario. Kepler observé que los planetas mas distantes del Sol se movian
mas lentamente que los interiores y propuso que los planetas eran mantenidos en
movimiento por la accién de una fuerza ejercida desde el Sol, de manera que la
fuerza decrecia al alejarse de ¢l. Esta idea fue sorprendentemente original; no hubo
con anterioridad a Kepler ningin reconocimiento claro de los movimientos del
cielo en términos de una fuerza fisica actuando de manera continua desde el Sol.

En 1596 Kepler podia hacer poco mas que adelantar estas ideas como
posibilidades. Para comprobarlas debia estudiar en detalle los mejores datos de
planetas disponibles en aquel momento y es asi como se puso en contacto con
Tycho Brahe. Kepler estuvo trabajando durante dos afios como ayudante de
investigacion de Tycho. El problema que Tycho le proporcioné acabarfa siendo
fundamental en su carrera. De todos los planetas, la 6rbita de Marte era la mas
dificil de ajustar con los modelos disponibles. Ia originalidad de Kepler estuvo en
intentar resolver el problema ajustando la 6rbita con una figura geométrica sencilla
en vez de entrar en el juego de las excéntricas. En 1609, al cabo de 8 afios de
trabajo, Kepler publicatfa estos resultados en su libro “Nueva Astronomia”.

En primer lugar, Kepler estudié como variaba la velocidad del planeta en la
Orbita para llegar a conocer la fuerza que producfa el cambio de velocidad y
posteriormente intenté determinar la forma de la érbita (que esperaba que fuera
circular). Después de varios intentos fallidos se vio obligado a tratar con otras
formas geométricas puesto que la 6rbita parecia estar comprimida en una direccion.
Al final encontré que tenfa forma eliptica con el Sol en uno de sus focos (1* Ley de
Kepler).

Por otro lado, de acuerdo con la teotrfa dinimica de Aristételes el cambio
de velocidad de los planetas debfa ser debido a un cambio de la fuerza. En
consecuencia, era plausible que la fuerza que provenia del Sol variara de forma
inversa con la distancia de manera que el planeta batriera areas iguales en tiempos

iguales.

La1*y 2* Ley de Kepler aparecerfan publicadas en el mismo libro: “Nueva
Astronomia”. La 3" ley aparece practicamente escondida en algunos trabajos




posteriores en los que utilizé una notacién musical para describir los movimientos
de los planetas, reviviendo las creencias Pitagoricas de la “armonia de las esferas”.

Las leyes de Kepler resumen de manera sencilla las caracteristicas
fundamentales de la cinematica del movimiento planetario y como tales, se pueden
usar (y se usan) para derivar las posiciones de los planetas. Se corresponden
también con la solucion exacta del problema de 2-cuerpos.

El problema de los dos cuerpos

El calculo de la trayectoria que siguen dos cuerpos sometidos a su
interaccion gravitatoria es lo que se denomina como el problema de 2-cuerpos. En
la formulacién moderna este problema se resume en resolver la ecuacion
diferencial:
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doénde “7 representa la distancia entre las dos cuerpos interactuantes

(F =T, —T,) conmasas “#” y “M” y “G” es la constante de gravitacion
universal. Las trayectorias de cada masa con respecto al centro de masas
instantaneo vienen dadas por:
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la ecuacion se resuelve escribiendo el vector Ty sus derivadas en una base
movil tal que O es el angulo que hace en cualquier instante T con el eje X.

En este sistema la ecuacion [1] se
transforma en:

(F-rf?)d, +(2r0 +rd)d, =
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y esta a su vez en:
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La segunda ecuacion es la expresion matematica del principio de
conservacion del momento angular (o de la 2* Ley de Kepler). La integracion
requiere el conocimiento de una constante conservada, el momento angular
por unidad de masa, que habitualmente se denota con el simbolo A. La
solucion de la primera ecuacion es una conica:




%z Acos(@—@o)+w 2]

donde Ay 0, son las constantes de integracion. La ecuacion [2] corresponde a
una conica cuya excentricidad (€) y semieje mayor (a) vienen dados por:

A 2éh?
e= 7= 5 +1
G(M +m)/h [G(M +m)]
a:M
2¢

€ representa la energia conservada por unidad de masa, es decir,

M +m

Por tanto, las dos constantes de integracion estan relacionadas con las dos
magnitudes fisicas conservadas (el momento angular y la energfa). La energia
controla el tamafio de la 6rbita mientras que la excentricidad es controlada por
una combinacién de ambas.

Las conicasy las orbitas:

La relacion entre la geometria de la 6rbita y los parametros fisicos
fundamentales del problema se puede resumir en la siguiente tabla.

e=0 Orbita Circular [G(I\/I + m)]2

E=&E. . = —
min 2h2

0<e<1 | Orbita Eliptica Emin <E<0
e=1 Orbita Parabélica | €=0
e>1 Orbita Hiperbdlica | & >0

En resumen, las trayectorias estan acotadas entre dos extremos: la trayectoria/
o6rbita circular o de minima energfa y la trayectoria hiperbdlica en gle que el
cuerpo menos masivo no es atrapado por la gravedad del mas masivo: su
trayectoria original es, simplemente, deflectada por la gravedad de otro cuerpo.
Tanto las 6rbitas parabolicas como las circulares no se pueden observar en la
naturaleza puesto que implicarfa una precision infinita que no existe en
nuestros métodos de medida. Las 6rbitas de los cuerpos del Sistema Solar (es
decir, de los cuerpos atrapados por la gravedad del Sol) son elipticas. Las
orbitas de los cuerpos que escapan del Sistema Solar son hiperbélicas. Las
sondas espaciales pueden utilizar 6rbitas hiperbolicas (con planetas masivos




cercanos, por ejemplo Jupiter) para minimizar el consumo de combustible en
trayectorias que deben alcanzar objetos mas lejanos.







Capitulo

Cinematica del
movimiento planetario:

Determinar la posicién de un planeta en su orbita requiere conocer la 6rbita, es
decir, el semieje mayor de la 6rbita (a) y la excentricidad (e). Si ademas

5 ] Y y
queremos saber donde esta el planeta en una fecha dada, T, necesitaremos una
condicion inicial: habitualmente se toma la fecha en la que pasé por el
perihelio (o posicion de mayor proximidad al Sol) como fecha de referencia, 7,
y la posicion del perihelio como origen de angulos.

Afelio _ Perihelio

Una vez definida la geometria, la cinematica del movimiento planetario viene
dada por la 2* ley de Kepler: “La velocidad areolar es constante”. Puesto que
las 6rbitas de los planetas tienen excentricidades pequefias, en primera
aproximacion se podria considerar que el movimiento es circular uniforme; de
esta manera se define un angulo o anomalia media que vendria dado por la
expresion:

M) =22 (- 7,)

donde T representa el periodo orbital. Este angulo medio se puede relacionar
con la excéntrica de la elipse a través de la 2* Ley para los casos en los que la
Orbita no es circular. Se define la anomalia excéntrica, E, como se indica en la

figura,
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La 2% Ley de Kepler establece que:
mab  AreaOHP
T T—-1,
o bien,
2 2
M=L(r-17,)= (—jAreaOHP
T ab

El area OHP se substituye en funcién de E y se obtiene la ecuacién basica del
movimiento orbital también conocida como Ecuacion de Kepler:

M (7) = E(r) — esenE(r)

esta ecuacion requiere la utilizacién de un método numérico, como el método
de Newton, para su resolucion (ver Apéndice).

Una vez obtenido E el calculo de la anomalia verdadera, v, y 1a distancia
Sol-Planeta en ese instantes, r, se obtiene de manera directa utilizando las
relaciones entre E, r y v que se derivan de la figura:

r(z) =afl—e-cosE(r)]







Capitulo

Los elementos orbitales:

Las orbitas de los planetas no estan situadas en el mismo plano, ni poseen la
misma orientacion. Es necesario introducir 3 elementos geométricos que
definan el plano orbital y la orientacién de la érbita en el plano.

Plutdn
Sol

Halley

La orientacion se refiere a un Sisterna de Referencia Ecliptico Helrocéntrico tal y como se

indica en la figura:




y los nuevos elementos de orientacion espacial de la 6rbita son:
- indinacion de la 6rbita con respecto a la ecliptica, i
- longitud ecliptica del nodo ascendente, €2

- argumento del peribelio o angulo entre el nodo ascendente (N) y la direccién
del perihelio, ®
En lugar del parametro ®, habitualmente se suele proporcionar el parametro:

o=w0+Q
denominado lngitud del peribelio.

En resumen, los parametros: i, @, L, a, e, 7, definen una unica orbita recorrida

por un objeto. Estos parametros se denominan elemzentos orbitales.

Los elementos orbitales varfan con el tiempo para todos los cuerpos del Sistema
Solar (y también para los satélites en 6rbita alrededor de la Tierra). La accién
gravitacional de otros cuerpos, convierte el problema de 2-cuerpos a un problema
de N-cuerpos que no es integrable, y que se resuelve de manera numérica.







Capitulo

Efecto de la presion de
radiacion

na nave espacial, en general, y un velero solar como el de la aplicacion, en

particular, experimenta una perturbacién en su trayectoria “eliptica”
debido a la incidencia de la radiacion solar sobre la superficie iluminada. Esta
radiacion solar ejerce una fuerza dada port:

— 1.12-10" -
SRS E
:

esta fuerza de empuje va a contrarrestar la fuerza gravitatoria ejercida por el Sol y,
al igual que ella, depende del cuadrado de la distancia. Siempre que las velas
mantengan la misma orientacién con respecto al Sol, el problema es muy sencillo y
se puede integrar directamente como veremos a continuacion. Partiremos de que la
ecuacion dinamica se modifica con respecto a [1] insertando la accion de la presion

de radiacion, F,,, , de manera que:

a’r - -
a2 =g—Frad

y realizando los mismos cambios que en el capitulo 2 (paso a una base mévil y
generacion de dos ecuaciones escalares a partir de la ecuacion vectorial) y
sustituyendo:

- U=
g=-5u

r2
—_— K —_—
F rad —r—z'é/'ur

1 Se ha considerado que la masa del velero es 100 Kg (similar a la de la mision COSMOS 1) en vez de los
500 Kg utilizados en el Manual 1.




con, u=G(M+m) y {=Scos®, se obtiene:

o o2 o
r—r-0 :_ﬁ2+r£2.§:_(ﬂ * )

2r-0+r-0=0=>r12-0=h=cte

. . . . 1
De manera que, si hacemos el cambio de variable habitual: I = —:

[

. 2 e w R2 o
r—r-r—4+w:r—?—3+—(ﬂ r’; ) _g
Y,
dr _drdudg 1 ,du_ . ou 3]
dt dudé dt u>  de do

2 2 2 2
COMINE TN TN TN R
dt dt\ do d26 dt do?\r 46

se tendra que:

2 — .
9_g+u=(ﬁ_g;£j
do h

Para el problema que se presenta en la aplicacion la nave parte de una Estacion
Espacial co-orbitando con la Tierra alrededor del Sol, por tanto, el momento
angular por unidad de masa de la nave sera el mismo que el de la Tierra:

h=45-10"cm?s™
y, sila masa de la nave es similar al del prototipo COSMOS-I (100 kg) entonces:

x=1.12.107 dInas

g

y u=1.33-10* g-em’s™. Por tanto,

d?u
92

+U=657-10"-553.102¢(cm’) = p

donde g es una constante para una orientacion fija de superficie del velero.

Por tanto, la presion de radiacion tendra solo un efecto significativo en la
trayectoria si la superficie del velero es del orden de 10°cm” 0 10°m”. De esta
estimacion, se ha derivado el tamafio propuesto para el aparejo en la aplicacion




educativa (100,000m” es la superficie de un circulo de radio 178m). La solucién de
la ecuacion es:

%: Acos(@—-6,)+ ¢

con 0, y A constantes de integracion.

Si fijamos el origen de angulos en el punto de mayor proximidad del velero al Sol
entonces, 0,=0 y ademds,

=A+p
r

perihelio

Vamos a suponer que la distancia del velero al Sol en el perihelio es aproximada-
mente igual a la distancia media Sol-Tierra (1.49-10"cm). En ese caso el valor de la

constante A dependera de la superficie proyectada del velero € de la siguiente
manera:

A=8.33-10" -5.53-10 " ¢(m?)
donde A viene dado en cm™.

. 1/ p
1+ (A/p)-cosd

La orbita de un velero que mantuviera sus velas siempre con la misma orientacion

con respecto al Sol serfa también una elipse aunque, para el mismo valor de &, la
excentricidad de la orbita serfa mucho mayor que en el movimiento orbital
puramente gravitacional.

Por ultimo fijaros que el vector I’ apunta hacia el Sol, puesto que al definir nuestra
base moévil de vectotes elegimos I =T, —T,,, es decit,

v




Las componentes de la velocidad:

En todo instante las componentes de velocidad del velero (suponiendo C
constante) seran:

-
-
-
-
-
-
-
z
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Velocidad azimutak Vg

Para un velero partiendo de la 6rbita terrestre, 74 viene dado de manera directa
por la constante, 4, el momento angular conservado:

19
Vezrézrlzznzﬂ
r r r

si queremos proporcionar 7 en unidades astronémicas (ver Manual 1) y obtener [
en km/s,

, _ 30.20km/s
¢ r(u.a.)

Velocidad radial: V,
La velocidad radial hay que calculatla a partir de la ecuacion (3],
V. =rf=h-A-send [4]
substituyendo las constantes h y A obtenemos:
V. = [37.49km/s —2.48-10*km/s-S(m?)- cosw]- send

Fijaros que dependiendo de la superficie efectiva del aparejo del velero, la velocidad
radial se va a mover entre valores muy pequefios o muy grandes. Otra manera de

visualizar este efecto es sustituir en la ecuacion [4], senB por su valor en funcién de
t.

5
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por tanto,

Consideraciones generales sobre la trayectonay el
valor de la constante de energia:

La constante de integracion, A, viene fijada por la energfa por unidad de masa en la
6rbita, como vimos en el capitulo 1. Por tanto, es habitual, dar V| directamente en
funcién de la energfa por unidad de masa, €. Esta energifa es la suma de la energfa
cinética y potencial:

r r

2 2
v,=Jz.{g—vi+ﬁh2}=\/2{e—(h—z—£hzﬂ
2 r 2rc r

Fijaros que V| representa el médulo de la velocidad radial, es decir, que sélo
podremos mantener en 6rbita objetos para los cuales el radicando sea mayor que 0.
Habitualmente se suele definir una funcion @(r) que se denomina Potencial
Efectivo ,

g=¢ +¢, =%(\/,2 +vg2)+[—ﬁ+ﬁj=—(\/r2 +V02)—%h2

Ys

(Ll e
d)(r)_h(zrz rj

si sustituimos en ella las constantes por su valor,

-4 _ 10-14
(1) = (2.02-10%erg /9{212 (65710 -5.02.10 g)]
r r

donde, por comodidad, hemos introducido una nueva constate, &, para
proporcionar la superficie total proyectada de la vela en funcién de una superficie
que hemos tomado como referencia (£,=9.0792-10"'m’, equivalente a la superficie
de un circulo de radio 170 m, como el usado en la aplicacion), es decir,




_ S(m?)cosg

c= 9.0792-10*

La forma del potencial efectivo depende del valor de &, es decir, de la efectividad en
la utilizacion de la presion de radiacion. Si el colector de radiaciéon es muy grande el
velero podtifa escapar de la gravedad del Sol y salir del Sistema Solar, por el
contrario, si el colector es pequefio, el velero quedaria atrapado en una 6rbita muy
similar a la del Puerto Espacial (y la Tierra). Este hecho se observa muy bien en la
figura:

Potencial Efectivo

1012

5x 10"

—5x1g"

—1x10%

La ordenada de este figura nos indica el valor que debe adoptar la constante de
energfa g, para que (e-P) >0y, por lo tanto, podamos mantener una nave en esa
posicion. La curva mas negativa corresponde a £=0.1 y la mas positiva a £=10. En
el primer caso el velero no tendrfa practicamente ninguna capacidad de maniobra y
se quedarfa atrapado en una 6rbita cercana a la del Puerto Espacial. Por el
contrario, si =10, el velero saldrfa rapidamente impulsado hacia el extetior del
Sistema Solar con energfa suficiente como para abandonatlo.

En la practica el valor de € para la 6rbita de la Tierra es muy
pequefio,—4.48-10%erg / g, y el velero que habria que construir tendria una

superficie “dificilmente realizable”. En la aplicacién no nos hemos agarrado a la
realidad para permitir que los alumnos jueguen con la composicién de los dos
vectores velocidad y, de esta manera, afiancen los conceptos fisicos mas




fundamentales. El angulo que hace el radiovector Sol-Velero con el vector
velocidad viene fijado por el cociente entre las dos componentes:

tang = Ve
V6’

y, tal y como se indica en la figura, valotes grandes de € sacan al velero de su
“6rbita nominal” y lo pueden enviar hacia el exterior del Sistema Solar. De manera
que el médulo de la componente radial de la velocidad que utilizan en la aplicacion
viene dado simplemente por la expresion:

V. (km/s) =37.49-2.48-10*S(m?)cos ¢

y al ajustar graficamente el V, para conseguir el rumbo deseado para el velero lo que
hacen es determinar el valor de V, necesario, y de ahi, la aplicacion deriva que valor
de superficie proyectada necesitan utilizando esta férmula, para que luego los
alumnos determinen el factor de proyeccion.




Apéndice

El método de Newton

El método de Newton es un procedimiento iterativo para calcular valores
aproximados de una raiz o un cero de la ecuacion f(x) = 0, partiendo de un punto
conocido y cercano a la raiz buscada.

El método de Newton tiene una interpretacion geométrica sencilla. De
hecho, el método de Newton consiste en una linealizacién de la funcion, es decir,
f'se reemplaza por una recta tal que contiene al punto (x,/(x;)) y cuya pendiente
coincide con la derivada de la funcién en el punto, /().

Supongamos conocido x,, sea 7una raiz de f(x) = 0 situada en el intervalo

(X, f1%,) y supongase que [ (x) existe en (X, f{X,)).

(=0, flxal

La recta tangente a la curva en el punto (x,, fx,)) de abscisa x, (valor que se toma
como la aproximacion inicial de 7) viene dada por:

y— (%)= f (X)(X—X%,) txa,f(xal)

Hallamos la interseccion del eje X de




ordenadas con la recta y=0.

{y_ f(x,) = fl(xo)(x_xo):O— f(x,) = fl(xo)(x_xo)

y=0

La nueva aproximacion a la raiz, x;, es dicho punto de interseccion. Si despejamos
x de la dltima ecuacion obtenemos:

_ﬂ:x—x0 =X, =X=X, — ff,((XO))
XO

f (%)
Si reemplazamos x; por x; es decir iteramos otra vez tendremos:

Asf que una forma general del método (0, T(x00)
de Newton es:

f (Xn) EdRiEL )
Xong =Xn =77+ (*)
f(x,)

Aplicacion a la resolucion de la ecuacion de Kepler:

Encontrar la solucion a la ecuacion de Kepler es un problema analogo a
encontrar los ceros de la funcion f(E):

f(E)=M —E +e-senE
Aplicando el método iterativo (*):

X, =E,
f(E,)=M —-E, +e-sen(E,)
f'(E,)=-1+cos(E,)

de donde

En+1 - En - f(En) ;
f(E,)
M -E, +e-senkE,

—1+cosE,




Ys

M-E, +e-senE,

=E, +

1-cosE,

tomando en la primera iteraciéon E, = M2

2 Nota: Los valores angulares tienen que estar en radianes
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